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ГРУ П П Ы  С ЗА Д А Н Н Ы М  СПЕКТРОМ *
Д ля группы С обозначим через 7г (С) множество тех простых чисел р, для 
которых С содержит элемент порядка р, а через сДСт) -  спектр С, т. е. мно­
жество порядков элементов из С. Это множество является некоторым под­
множеством множества натуральных чисел, к которому, возможно, добавлен 
символ оо. Спектр замкнут относительно делимости натуральных чисел и 
для конечных групп однозначно определяется множеством р(С ) максималь­
ных по делимости элементов из а;(С).
Группа С из класса С называется распознаваемой в С по спектру са(С) 
(для краткости -  распознаваемой в С), если любая группа Н  Е С, для кото­
рой со(Н) =  са(С), изоморфна С. Другими словами, (7 распознаваема в С, если 
■) =  1, где /щ((л) -  число попарно неизоморфных групп Н  Е С, изоспек- 
тральных группе О, т. е. имеющих тот же спектр, что и О. Д ля класса Т  всех 
конечных групп вместо ДДбт) будем использовать обозначение /&(Сг). Конеч­
ную группу О назовем п-значно распознаваемой или п-распознаваемой, если 
Л(Сг) =  п < оо, и нераспознаваемой, если Л (С) =  оо. Однозначно распознава­
емую группу обычно называют распознаваемой, а п-распознаваемую группу 
при оо > п > 1 -  почти распознаваемой. В 1980-х годах Ш и доказал рас­
познаваемость нескольких конечных простых групп [73,81], и эти результа­
ты положили начало широкому направлению исследований распознаваемости 
групп. К настоящему времени в этом направлении получено большое количе­
ство результатов, рассеянных по многочисленным работам. Цель настоящей 
статьи -  дать краткий обзор исследований, связанных с проблемой распо­
знаваемости групп. Автор благодарен А. В. Васильеву и А. С. Кондратьеву за 
помощь в достижении этой цели.
1. Предварительные факты
Следующая простая лемма показывает, что конечная группа, обладающая 
нетривиальной разрешимой нормальной подгруппой, нераспознаваема.
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Л емма 1.1. ( [26]) Если конечная группа (7 обладает нет ривиальной эле­
ментарной абелевой нормальной подгруппой V , то (7 нераспознаваема.
Доказательство. Обозначим период группы У  через р. Пусть бы -  есте­
ственное полупрямое произведение У на С, где действие (7 на У  определяет­
ся сопряжением. Утверждается, что а; (6 4 ) =  си (О). Очевидно, си (О) С са(бы). 
Пусть(д,г>) Е ^ Е С д  Е У и пусть п -  порядок Уд в С /У .  Если V  Э и =  
=  дп 1 , то порядок (<7, г>)п =  (щ *) равен р, а порядок (<7, и) равен порядку д. 
Если дп =  1 и 1 7  ^ (<7, г>)п =  (1, ьь9 • • • 1), то (дг>)п =  ьь9 • • • 1 7  ^ 1, отку­
да следует, что порядки (д,и) и ду равны. Так как бы содержит нетривиаль­
ную элементарную абелеву нормальную подгруппу, то возможно бесконечное 
повторение описанного процесса, что и доказывает лемму.
В частности, любая распознаваемая конечная группа заключена между 
прямым произведением нескольких простых неабелевых групп и его группой 
автоморфизмов.
Попытка усилить лемму 1.1 заменой условия коммутативности V  на усло­
вие, что период V  принадлежит спектру V  [43], оказалась несостоятельной. 
В [25] показано, что расширение прямого поизведения V  двадцати трех групп 
Сузуки в г (128) посредством подгруппы порядка 143 из симметрической груп­
пы степени 23, действующей на V  перестановками сомножителей, удовлетво­
ряет этому модернизированному условию, но тем не менее распознаваемо. 
Любопытно, что может быть распознаваемым и прямое произведение двух 
одинаковых простых групп [25]. Заметим, что в доказательствах приведен­
ных ф актов не используется давно анонсированная, но только недавно полно­
стью доказанная теорема о классификации конечных простых групп [34,35]. 
Большинство же цитируемых в настоящем обзоре результатов, решающих 
проблему распознаваемости для тех или иных простых или почти простых 
групп (группа называется почти простой, если она содержит единственную 
минимальную нормальную подгруппу и эта подгруппа проста), опирается на 
классификационную теорему.
2. Распознавание почти простых групп
Ниже в табл. 1-3 приведен список почти простых групп, для которых к 
настоящему времени решен вопрос о их распознаваемости. Мы используем 
обозначения из [44], ставшие к настоящему времени общепринятыми.
120
Вик. Д. Мазуров. Группы с заданным спектром
Таблица 1
Известные почти простые распознаваемые группы
G Условия на G Библиография
А-п п  =  5 ,16,р ,р  +  1,р +  2 ,р  > 7 простое [18,22,24,38,46,
71,76,93]
Sn п =  9,12, или п > 5, п простое, 
или 50 < п  < 100 и п — 1 простое
[17,24,38,66,71]
L 2 (q ) q > 3 , q d 9 [36,72-75,79]
M w  = А $ .2 з [38]
P G L 2(q) q > 9 не простое [42,67,68]
Ы я ) q = 2т или 3 < g =  3 , 1 1  (mod 1 2 ) [19,30,33,59,60,
или q =  р г =  1 (mod 6 ), p простое, 
г не делится на 3
81,100]
L 3( 4).2x [38]
Ы  3) [59]
Ы  3) [46]
L n ( 2 ) п — 5,6, 7, 8 , 1 2  или п  простое, 
п X 2к — 1 для всех к < п — 1
[47,65,66,90,92]
L n ( 2 m) п = 2к > 32 [1 2 ]
U3( 2m ) т  > 2 [30,33,83]
U n (q ) (п , я) С {(3,9) , (3,11) , (4,3) ,  (6 , 2)} [1,29,82,84,89,90]
S i ( q ) g =  32 m + 1  > 3 [29]
sd  3) [29]
S 2m (2) m > 4 [П ]
0% (2 ) [91]
0 2m_)_ 2 (2 ) in  > 3 [11,91]
(2 ) [14]
Щ 2 2т+1) [80]
3D 4 (2 ) [29]
G2 (3m) [8,59]
G2 (4) [29]
2 G 2 (32m+1) [37]
F 4 (2 m) [13,29]
2 2m + l ) m  > 1 [49]
2 Fifty [59]
2 E 6( 2 ) [29]
Спорадическая
группа
[58,64,79,85-89]
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Таблица 2
Известные ^-распознаваемые группы, к > 1
Изоспектральные группы к Библиография
{Ь з(рЗГп)(рзк) р  простое, р ^ п =  1 (mod 6 ), г+ 1 [19,100]
3 /  п, р -  полевой автоморфизм
порядка Зг , к =  0 , 1 , . . .  , г}
G =  L 3 (g), G.2 =  G(7 ), g =  5,9 (mod 12), 2 [19,23,43,100]
7  -  графовый автоморфизм G
G =  Тб(3) или G =  £/4 (5 ), G.2 =  6 /(7 ), 2 [9]
7  -  графовый автоморфизм G
5 6 (2 ), 0 + (2 ) 2 [24,91]
Ог(3), 0+ (3 ) 2 [91]
Таблица 3
Известные нераспознаваемые почти простые группы
G Условия на G H Библиография
Sb 2 4 : ^ 5 [38]
A q 2 4 M 5 [38]
S 6 2 4 : ^ 5 [38]
s8 2 6 M 8 [71]
A w (74 x 312) : (2 .L 2 (5 ).2 ) [26]
P G L 2(9)
OOЮCO [6 8 ]
P G L 2(p) p  > 3, p  простое p^ - 2.l 2(p ) [42]
£з(3) 134 : (2.54) [29,78]
P G L n (pr ) p, n  простые нечетные, 
n  j» — 1, n 2 /[p — l ,p  /г
p  x L n ij)r ) [26]
Гз(3) 212 : t/3 (3) [26]
Гз(5) 218 : L 3 (4) [26]
Гз(7) 242 : Рз(7) [26]
Г4(2) 34 : 5 6 [26]
U5(2) 35 : M u [26]
S*(q) </ =  3
CO [26,59,90]
q = 2m, m  > 1 28m : L 2(q2) [30]
q = 32m 328m : L 2(q2) [29]
Q =  > 3 простое p 8m : (L 2(q2).2) [26,29,30]
Ss( 2) 28 : Og-(2 ) [63]
0 8- ( 2).2 28 : 0 8- ( 2) [63]
J 2
122
26 M 8 [64,71]
Вик. Д. Мазуров. Группы с заданным спектром
В столбце Н  табл. 3 указано композиционное строение одной из групп, 
изоспектральных группе 6  и содержащих нетривиальную абелеву нормаль­
ную подгруппу. По лемме 1.1 из существования одной такой группы вытекает 
нераспознаваемость группы 6 . Ниже описывается точное строение группы Н  
в тех случаях, когда табл. 3 не дает полной информации.
Пусть V -  фактор-модуль подстановочного модуля степени 5 для А§ над 
полем порядка 2 по одномерному подмодулю и Н  -  полупрямое произведение 
V  на А$. Тогда сДЗб) =  сДЗб) =  си(Н).
Пусть V  -  естественный двумерный модуль для 37^(4) ~  А$ над полем 
порядка 4 и Н  -  полупрямое произведение V  на 3 X 2 (4 ). Тогда оо(Н) =  ои(А^).
Пусть V  -  6 -мерный композиционный ф актор подстановочного модуля 
степени 8  для А% над полем порядка 2  и Н  -  полупрямое произведение V  на 
А%. Тогда сДЗз) =  ио(Н).
Пусть 3  -  подгруппа Т 2 (5 2), изоморфная З 5 , и 3  -  ее прообраз в 3 ^ 2  (52). 
Он является расширением группы порядка 2 посредством З 5 , обладающим 
единственной инволюцией. Кроме того, 3  содержит подгруппу Ь  индекса 2, 
изоморфную З Т 2 (5 ). Группа Г изоморфна подгруппе группы 3 ^ 2  (72), по­
этому естественный З р 2 (7 2)-модуль V  размерности 2 над полем порядка 72 
можно рассматривать как точный Р-модуль. Пусть ]¥  =  К *5 -  3-модуль, ин­
дуцированный модулем V,  X -  нормализатор в 3  подгруппы X  порядка 5. 
Тогда Я  -  полупрямое произведение группы X  на циклическую подгруппу, 
порожденную элементом у  порядка 8 , индуцирующим в X  автоморфизм по­
рядка 4. Пусть А  -  одномерный Р-модуль над конечным полем порядка 9, 
точный на < у  > , и В  =  А 5 -  соответствующий индуцированный 3-модуль. 
Д ля естественного полупрямого произведения Н  =  (ГГ х В)  : 3  справедливо 
равенство сДДщ) =  оо(Н).
Группа 6 X 2 (9 ) содержит подгруппу Р  =  5 : 8 ,  которая действует свобод­
но на естественном двумерном 6р2(9)-модуле V  над полем порядка 9. Д ля 
естественного полупрямого произведения Н  =  V : Р  справедливо равенство 
с Д Р 6 Р 2( 9)) = ш (Н ).
Пусть Р  =  р 2 (р), р -  нечетное простое число, р > 5. В [40] показано, что Р 
обладает таким неприводимым модулем V  степени р —1 над С, что все элемен­
ты порядка р  из Р  действуют на V  без неподвижных точек, а элемент порядка 
(р+  1)/2 фиксирует каждый вектор в некотором ненулевом подпространстве 
из V. Пусть ТК -  редукция V  по модулю 2. Если (р —1)/2  четно, то для полу­
прямого произведения Н  =  ТЕГ справедливо равенство =  оо(Н).
Если (р — 1)/2 нечетно, то по [7] существует нерасщепляемое расширение Н  
модуля ТЕ посредством Р. Д ля него сДРСТ^О?)) =  оо(Н).
123
2005 Известия УрГУ № 36
Группа 3 X 2 (1 3 ) содержит подгруппу У ~  3X2(3), которая действует сво­
бодно на естественном двумерном ЗУ2(13)-модуле IX над полем порядка 13. 
Пусть и  -  расширение У посредством группы порядка 2, обладающее един­
ственной инволюцией (такое расширение существует: см. выше абзац, посвя­
щенный нераспознаваемости Аю ) и V  -  модуль для СУ, полученный индуциро­
ванием с модуля IV , рассматриваемого как У-модуль. Д ля естественного по- 
лупрямого произведения Н  = V  : и  справедливо равенство сДУз(З)) =  ои(Н).
Группа СУ3 (3) обладает абсолютно неприводимым 6-мерным модулем ТЛ 
над конечным расширением поля рациональных чисел (см. [44]). Редукция 
II по модулю 2 является Хз(3)-модулем V  над полем порядка 4. Пусть Н  -  
расщепляемое расширение V  посредством СУ3 (3). Тогда са(?7з(3)) =  ои(Н).
Пусть У =  Уз (4), V  -  абсолютно неприводимый 9-мерный У-модуль над 
полем порядка 4 (см. [56]) и Н  -  расщепляемое расширение V  посредством 
У. Тогда са(П3(5)) = ш (Н ).
Пусть У =  СУз(7), СУ — абсолютно неприводимый обыкновенный У-модуль 
размерности 42 с характером х  =  Х2 в обозначениях [44], V  -  2-редукция 
модуля II и Н  -  естественное полупрямое произведение группы V  на У. Тогда 
ш(Ь) = ш (Н ).
Пусть ]¥  -  подстановочный модуль над 3-элементным полем для груп­
пы 3  =  З 5 , т. е. модуль с базой на которой любая подстановка
я  Е 3  действует по правилу: ггщ =  гЩл-Д =  1 , . . . , 5 .  Пусть V  -  тензорное 
произведение модуля IX/(гщ +  • • • +  т^) на нетривиальный одномерный 3- 
модуль, Н  -  естественное полупрямое произведение модуля V  на 3. Тогда 
ио{и^{2)) =  ои(Н). Отметим, что 11^(2) ~  3 4 (3 ).
Пусть М  =  М ц  и V  -  абсолютно неприводимый 5-мерный М - модуль 
над конечным полем порядка 3 с характером Брауэра, значения которого 
представлены в следующей таблице (см. [56]).
дм 1А 2А 4А 5А 8А 8В ПА 11В
х(д) 5 1 - 1 0  -1 + л/У2 -1-л/У2 -1 + л/уи - 1 - у С г п
Если Н  -  расщепляемое расширение V  посредством М , то бс;(СУ5 (2)) =  ои(Н).
Пусть X -  конечное поле порядка д =  рп > 3, где р -  простое число, и 
ТГг =  №1^ ) ,  г =  0 , 1 , . . . , р —1 , -  пространство однородных полиномов степени 
г от переменных Х \,Х 2 над X. Пусть а  -  автоморфизм X, отображающий 
каждый элемент из X в его р-ю степень. Д ля j  =  0 , . . .  , п  — 1 превратим 14^  в 
ЗУ 2 (д)-модуль IX/ =  W■(q), полагая для полинома / ( я д , £ 2 ) £ ТГг и матрицы
„ =  Д  М  е в 1 2(4 )
\ cl2i а 22у
/(ж 1,ж 2)а =  / ( а ^ я ц  +  Т а ^ г ) -
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В частности, w z  -  тривиальный одномерный S Т 2 (д)~модуль. Модули
п—1
W ( i0, . . . , i n - i )  = ® w i
3=о
составляют полное множество попарно неэквивалентных абсолютно непри­
водимых S L 2 (q)-мо,дулей над полем характеристики р. Если q нечетно, то 
центр группы S L 2 (q) действует тривиально на 1Е(го, . . . ,  in- i )  (и поэтому 
IE ( г о , , in- 1 ) является Т 2 (д)~модулем) в точности тогда, когда го +  • • • + in- i  
есть четное число. Пусть L  =  L 2 (q2).
Если q =  рп , где р  > 3 -  простое число, то положим Е  =  ТЕ  ^ (8 ) TEf.
Пусть а -  полевой автоморфизм порядка 2 группы L. Определим действие
2 2 
а  на W i <g> W™ правилом ( ^  a>i j {xi  <g> X j ) ) c r  =  ^  a i j { x j  ® X i ) .  Тем самым 
_  h j = 1 _  h j = 1
E  превращается в L-модуль, где L =  L(a).  Д ля естественного полупрямого 
произведения Н  = V L  имеет место равенство си(Н) =  си(8 4 (g)).
Если q =  32 т , то положим Е  =  TEj2™ ® W?m+1 ® ТЕ2°. Пусть Н  = V L  -  
естественное полупрямое произведение Е  на L. Тогда w(H)  =  a; (S4 (*/)).
Если g =  2П, где п  > 1, то положим Е  =  ИД° (8 ) ТЕ{\ Пусть iT =  E L  -  
естественное полупрямое произведение Е  на L. Тогда си(Н) =  сДйДд)).
Пусть Е  -  естественный 8 -мерный модуль для L  =  0% (2) над полем по­
рядка 2 ж Н  = V L -  естественное полупрямое произведение Е  на L. Тогда 
uj( H ) = uj(S8( 2 ) ) = uj(Os (2).2).
Пусть ТЕ -  8 -мерный подстановочный модуль для А  =  А 8 над полем по­
рядка 2, Е  -  6 -мерный композиционный ф актор ТЕ и Н  -  расщепляемое по­
лупрямое произведение Е  на А. Тогда си(Н) =
Из результатов, перечисленных в табл. 1-3, вытекают, в частности, сле­
дующие ф акты .
1. Простые группы L/2 (q) распознаваемы при q ф 9. Группа L 2 (9 ) — Aq 
нераспознаваема [36].
2. Группы P G L 2 (q) нераспознаваемы, если q -  простое число или q =  9. 
В остальных случаях каж дая из них распознаваема [42].
3. Простые группы с абелевыми силовскими 2-подгруппами распознавае­
мы [37].
4. Вопрос о распознаваемости каждой из групп L 8(q) решен. Окончатель­
ный ответ содержится в [19].
Пусть L  =  Тз(д), где q =  р к, р -  простое число. Если q =  1 (mod 6 ), то 
h(L)  =  г +  1 , где к делится на Зг , но не делится на 3r+1, и oj(G) =  w(L)
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тогда и только тогда, когда L  < G < L (p ), где р -  полевой автоморфизм L  
порядка Зг . Если q = 5,9 (mod 12), то h(L) =  2 и co(L) =  uj(L.2), где L .2 -  
расширение L посредством группы, порожденной графовым автоморфизмом 
L. Если g четно или 3 < q =  3,11 (mod 12), то L  распознаваема. Группа Гз(3) 
нераспознаваема.
В частности, h (L 3(73V)) =  г +  1 для любого г > 0. Это означает, что h(G) 
может принимать любое наперед заданное значение для подходящей конеч­
ной группы G (решение вопроса 13.63 из [31]). По-видимому, существование 
такого же рода примеров следует ожидать и в классе групп, единственным 
неразрешимым композиционным фактором которых является одна из про­
стых групп U3(q).
5. Решен вопрос о распознаваемости каждой из простых групп S ^ q )  (см. 
табл. 1-3).
6. Пусть G -  конечная простая неабелева группа такая, что 41 ^ oa(G) для 
всех натуральных чисел t > 1. Тогда либо G изоморфна A?, As, J 4; L 2(2m), 
m  > 1; L 2 {q), q -  степень простого числа, 3 < q =  ± 3  (mod 8); 2G2(32m+1), 
m  > 1; 2Б 2(22ш+1), m  > 1; L 3(2m), m  > 1 или U3(2m), m  > 1, и G распозна­
ваема, либо G изоморфна Aq и л и  3^(2т), m  > 1, и G нераспознаваема [30].
7. Пусть G -  конечная неабелева простая группа, простые делители поряд­
ка которой не превосходят числа 13. Тогда справедливо одно из следующих 
утверждений:
(а) группа G изоморфна А п , п  =  5 ,7 ,8 ,9 ,1 1 ,1 2 ,1 3 ,1 4 ,1 5 ,1 6 , T 2(g), Q =  
=  7, 8,11,13, 25, 27,49, 64, Т 3(4), Т4(3), Т 5(3), U3(4), П4(3), П6(2), G2(3), G2(4), 
3D 4(2), 2F 4(2)', S z (8), M u , M 42 , M 22, 775, S?/;?, F i 22 или M CL, и G распозна­
ваема;
(б) группа G изоморфна A6, 4 10, Гз(3), П3(3), П3(5), 2), П5(2), S4(5), 
*S4(7), *S4(8) и л и  J 2, и  G нераспознаваема;
(в) группа G изоморфна Гз(9), Гб(3), П4(5), 5б(2), 5б(3), Ог(З), Og“(2) или 
Og“(3) и h(ou(G)) =  2 [9].
8. Решена проблема распознаваемости для простых групп, спектр которых 
не содержит числа 6 [33] или чисел, больших, чем 20 [59].
3. Граф Грю нберга-К егеля
Спектр со(Н) конечной группы Н  определяет так называемый граф про­
стых чисел или граф Грюнберга-Кегеля G K ( H ), вершинами которого служат 
все простые делители порядка Н , и два простых числа р , q смежны, если Н  
содержит элемент порядка pq. Обозначим через s =  s (Н) число компонент 
связности граф а G K ( H ), а через щ  =  7ц (Н ) -  г-ю компоненту связности,
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г =  1 , . . . ,  5. Если порядок группы Н  четен, положим 2 Е 7Гт. Обозначим че­
рез 001 — щ {Н )  множество, состоящее из п  Е ш(Н) таких, что каждый простой 
делитель числа п  принадлежит 7ц.
У большинства конечных простых групп, для которых решен вопрос о их 
распознаваемости, граф  Грюнберга-Кегеля несвязен (до последнего времени 
исключение составляли только нераспознаваемая Ащ, распознаваемая и 
почти распознаваемая Тб(3); сейчас известно бесконечно много распознавае­
мых групп 67 с несвязным графом 67Гб(67) [12]). К ак правило, доказательство 
результатов о распознаваемости конкретных групп 67 с несвязным графом 
О К  (О) опирается на следующую теорему, полученную Грюнбергом и Кеге- 
лем. Ее доказательство опубликовано в [98].
Теорема 3.1. Если  67 -  конечная группа с несвязным графом С К (С ) ,  то 
верно одно из следующих утверждений:
1) з(67) = 2 ,  67 -  группа Фробениуса, т. е. 67 содержит нетривиальную  
нормальную нильпотентную холлову подгруппу А  и С с  (а) < А  для любого 
неединичного а Е А;
2) 5 (67) = 2 ,  67 -  двойная группа Фробениуса, т. е. 67 =  А В С , где А, А В  -  
нормальные подгруппы в 67; В  -  нормальная подгруппа в В С  и А В , В С  -  
группы Фробениуса.
3) Существует такая неабелева простая группа Р , что
Р  < о  = 67/К  < АиЬ{Р)
для некоторой нильпотентной нормальной к  \{С)-подгруппы К  из С и С / Р  
является тг 1 (6?)-группой. Более того, граф С К (Р )  несвязен, в(Р) > з(С) и 
для любого числа г, 2 < г < в (С), существует ], 2 < ] < в{Р), такое, что 
шг{ 0 ) = ш 3{Р).
В частности, С обладает самое большее одним неразрешимым компози­
ционным фактором.
Простые группы с несвязным графом Грюнберга-Кегеля перечислены 
в [21,98]. Итоговые таблицы, в которых устранены опечатки и неточности 
предыдущих списков, содержатся в [29].
В [2] показано, что конечная простая группа, изоспектральная группе 
Фробениуса или двойной группе Фробениуса, изоморфна одной из групп Гз(3), 
?Уз(3), £ 4 (3 ). Так как каж дая из этих трех групп нераспознаваема, то при ре­
шении вопроса о распознаваемости простой группы Н  с несвязным графом 
67К(К) можно считать, что для любой группы 67, изоспектральной Н ,  вы­
полнено утверждение 3 теоремы 3.1, и поэтому процесс распознавания Н
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естественно разбить на три этапа: а) определить список простых групп Р  с 
з (Р ) > 3(Н )1 для которых со(Р) С со(Н) (из классификации конечных про­
стых групп следует, что этот список конечен); б) для каждой такой Р  опре­
делить список групп А , для которых Р  < А  < АиЬ(Р) и со (А) С ои(Н) (этот 
список также конечен); в) для каждой такой А  решить вопрос о существова­
нии нетривиальной нильпотентной группы К , некоторое расширение которой 
посредством А  изоспектрально Н .  Если К  с такими условиями существует 
хотя бы для одной группы А , то Н  по лемме 1.1 нераспознаваема, а в про­
тивном случае Н  распознаваема или почти распознаваема: к(Н )  совпадает с 
числом групп А  из списка «б», которые изоспектральны Н.
Д ля любой конечной группы число компонент связности ее граф а Грюн- 
берга-Кегеля не превосходит шести [21,98].
До последнего времени единственной известной простой группой со связ­
ным графом простых чисел была группа А\§ [18]. Недавно была найдена бес­
конечная (по двум параметрам -  размерности и порядку поля) серия таких 
простых групп [12]. Отметим еще, что все знакопеременные группы 
(7 =  А п , п  > 6, с несвязным графом О К  (О) распознаваемы [18,22].
В [62] (эта работа содержит неточности, замеченные и исправленные в 
[97]) перечислены простые группы, для которых компонента связности гра­
ф а простых чисел, содержащая число 2, является кликой (полным графом). 
Отметим, что для любой конечной простой группы (7 с несвязным графом 
О К  (О) любая компонента связности, не содержащая число 2, является пол­
ным графом. Это установлено в [21,98] с помощью теоремы о классификации 
конечных простых групп. Работа [96] содержит доказательство этого факта, 
не использующее классификацию.
В препринте [97] получены удобные арифметические критерии смежности 
вершин граф а О К  (О) для всех конечных простых групп (7. Там же показано, 
что С К ( В п (д)) = С К ( С п (д)).
Связям между графами Грюнберга-Кегеля подгрупп группы автомор­
физмов простой группы (7, содержащих (7, посвящена работа [61].
В заключение этого раздела приведем один свежий результат А. В. Васи­
льева [10], который вместе с критерием смежности вершин в графе О К (О )  
для простых групп (7 [97] открывает новые перспективы для решения пробле­
мы распознаваемости, поскольку его условиям удовлетворяет очень широкий 
класс конечных простых групп (например, все группы Тп(д) при п  > 4).
Теорема 3.2. Пусть Н  -  конечная группа, удовлетворяющая следующим  
двум условиям:
(а) максимальное число ^ Н )  попарно несмежных вершин (т. е. макси­
мальный порядок коклики) в О К ( Н ) не меньше трех;
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(б) максимальное число t 2 (H) попарно несмежных вершин в О К ( Н ), сре­
ди которых есть число 2 (т.е. максимальный порядок коклики, содержащей 
2), не меньше двух.
Тогда существует конечная простая неабелева группа Б, для которой 
Б < Н  = Н / К  < А и1(5); где К  -  некоторая разрешимая нормальная под­
группа из Н . Кроме того, t(S )  > 1(Н) — 1 и выполнен один из следующих 
двух пунктов:
(1) 5  ~  А? или  ^ 2 ^ )  для некоторого нечетного числа у, и t(S )  =  ^ ( 5 )  =  
=  3;
(2) для любого простого числа р  Е тг(Н), не смежного с 2 в О К ( Н ), силов- 
ская р-подгруппа из Н  изоморфна силовской р-подгруппе из Б. В  частности, 
*2(5) > * 2(Я).
Отметим еще, что 1(0) > 3 для любой конечной простой группы О со 
связным графом простых чисел за исключением А ю  [62]. Кроме того, для 
всех неабелевых простых групп (7, отличных от знакопеременных, £(2, Сг) > 2 
[97].
4. Квазираспознаваемы е группы
Конечная неабелева простая группа О называется квазираспознаваемой, 
если любая конечная группа, изоспектральная (7, обладает единственным 
неабелевым композиционным фактором и этот ф актор изоморфен О [4]. Оче­
видно, что распознаваемая группа является квазираспознаваемой и доказа­
тельство квазираспознаваемости является необходимым этапом в установле­
нии распознаваемости. Более того, нетрудно установить, что квазираспозна- 
ваемая группа О с несвязным графом Грюнберга-Кегеля нераспознаваема 
тогда и только тогда, когда существует такой абсолютно неприводимый (7- 
модуль V  над конечным полем, что естественное полупрямое произведение 
КО  изоспектрально О.
Простые группы О с тремя и более компонентами связности граф а О К  (О) 
квазираспознаваемы, за исключением группы А$ [4,5]; кроме того, ни одна 
из них не является почти распознаваемой [15].
В [11] показано, что группы $ 2  (2к) ,т  > 3 и Оп (2к) ,п  =  2Ш, квазираспо­
знаваемы при любом к. В [3,6] доказана квазираспознаваемость групп Р^(у) 
для нечетного у и групп ^0^(у)  для произвольного у. Квазираспознаваемы и 
группы 0 ~ ( 2 к), где у =  2к; к ,п  -  натуральные числа и п  > 16 четно [10].
С квазираспознаваемостью связан и следующий известный вопрос Ш и 
[77]: верно ли, что конечная группа, порядок и спектр которой совпадают
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с порядком и спектром данной конечной простой группы (7, изоморфна (7? 
Понятно, что для любой квазираспознаваемой простой группы этот вопрос 
решается положительно. К настоящему времени положительный ответ на 
него известен для всех простых групп, за исключением симплектических 
групп над полями нечетных характеристик и некоторых серий ортогональ­
ных групп (подробнее см. в [99]).
5. Группы, распознаваемые в классе всех групп
Этот параграф  посвящен ответу на следующий вопрос: существует ли 
нетривиальная (бесконечная) группа, распознаваемая по спектру в классе 
всех групп? Конечно, любая такая группа обязана быть периодической, по­
скольку если (7 содержит элемент бесконечного порядка, то со (О) =  сДСг х X )  
для любой группы X  без кручения. Следующий результат дает первые при­
меры конечных простых групп, распознаваемых в классе всех групп.
Теорема 5.1. ( [16]) Каждая из групп Ь2(2т), т >  1, распознаваема в клас­
се всех групп.
Доказательство использует тот факт, что оо\(Ь2 (2т)) =  {2} и без труда 
выводится из следующей теоремы.
Т е о р е м а  5.2. ( [27]) Пусть  (7 -  периодическая группа, для которой сщ(Ст) =  
=  {2}. Тогда верно одно из утверждений:
(1) (7 =  А  < £ > ; где £ -  инволюция, А  -  абелева подгруппа без инволюций  
и а1 =  а -1 для каждого элемента а Е А;
(2) (7 является расширением элементарной абелевой 2-группы посред­
ством группы без инволюций;
(3) (7 изоморфна Ь 2 (Р) для некоторого локально конечного поля Р  харак­
теристики два.
Д ля конечных групп доказательство теоремы 5.2 впервые было получено 
Бернсайдом в работе [41], которая оказалась на долгие годы забытой. Брауэр, 
Сузуки и Уолл [39] (см. также теорему XI.2.7 в [54]) передоказали этот резуль­
тат Бернсайда с использованием теории исключительных характеров (до­
казательство Бернсайда является комбинаторным). Позднее Голдшмидт [52] 
нашел элементарное доказательство, которое так же, как и предыдущие, су­
щественно использует конечность группы
Теорема 5.2 дает возможность указать примеры бесконечных групп, рас­
познаваемых по спектру.
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Теорема 5.3. ( [27]) Пусть Р  -  поле, являющееся объединением возрастаю­
щей последовательности конечных полей порядков 2шу тщ > 1; г =  1 , 2 , . . . ; 
и пусть В =  7^2(Р ). Если существует такое натуральное число в, что 2е 
не делит ни одно из чисел т{, г — 1, 2 , . . . ; то Ь распознаваема по спектру, 
т. е. любая группа О с си (О) =  со(Ь) изоморфна Ь. Во всех других случаях  
существует бесконечно много попарно неизоморфных групп (5 таких, что 
со(в) = со(Ь).
Например, распознаваема по спектру группа 7^2(Р)> где Р  ~ объединение 
возрастающей цепи полей порядков 23*, г =  1, 2 , . . .  .
6. Группы с узким спектром
Очевидно, что группы с ш(СИ) =  {1,2} являю тся элементарными абеле­
выми 2-группами. Леви и ван дер Варден [57] доказали, что при условии 
со (О) =  {1,3} группа (5 нильпотентна и ее ступень нильпотентности ограниче­
на числом три. Б. Нойман [69] описал группы 67 с со (С) =  {1,2,3}. Санов [32] 
и М. Холл [53] установили, что группы 67, для которых со (О) С {1 ,2 ,3 ,4}  
(соответственно со (С) С {1,2, 3,6}), локально нильпотентны. М. Нейман [70] 
определил строение группы 67, если со (О) =  {1,2,5}. Из теоремы 5.1 выте­
кает, что группа 67 с со (С) =  {1,2, 3,5} изоморфна А§. Н .Гупта и автор [51] 
доказали, что группа, спектр которой является собственным подмножеством 
множества {1,2, 3,4, 5}, либо локально конечна, либо содержит нормальную 
нильпотентную силовскую подгруппу 5, фактор-группа по которой является 
5-группой периода 5. Позднее в [55] было доказано, что и во втором случае 
67 локально конечна, если 5  нетривиальна. Группы, спектр которых равен 
{1,2, 3,4, 5}, описываются следующей теоремой.
Теорема 6.1. ([28]) Пусть  67 -  группа, для которой со (О) =  {1,2,3,4,5}.  
Тогда для нее справедливо одно из утверждений:
(1) в  ~  А6;
(2) 67 =  У С , где V  -  нетривиальная элементарная абелева нормальная  
2-подгруппа из С, а С  ~  А$. Более точно, V  -  прямое произведение м и н и ­
мальных нормальных подгрупп порядка 16 группы 67; каждая из которых 
является естественным двумерным модулем для 57^2(4) ~  67.
В частности, С локально конечна.
Д ля конечных групп этот результат легко получить из классификации ко­
нечных простых групп с нильпотентными централизаторами нетривиальных 
элементов [94,95].
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7. Нереш енные вопросы
1. Верно ли, что конечная группа, изоспектральная простой, обладает не 
более чем одним неразрешимым композиционным фактором? В [62] показано, 
что простая группа (7, изоспектральная разрешимой, может быть только од­
ной из групп Ьз(3), СУз (3), йДЗ), Ащ. Все указанные группы нераспознаваемы 
(см. табл. 3), но вопрос о существовании разрешимой группы, изоспектраль- 
ной (7, остается открытым для каждой из этих групп за исключением Тз(3).
2. Верно ли, что знакопеременная группа А п при п > 10 распознаваема? 
Д ля положительного ответа достаточно доказать квазираспознаваемость (см. 
[20]). Наименьшее п, для которого ответ неизвестен, равно 22.
3. Существуют ли среди групп Тп(2),п > 2, нераспознаваемые? В частно­
сти, распознаваема ли Уд (2)?
4. Верно ли, что любая конечная простая группа (7 с 5(С7) > 3 либо рас­
познаваема, либо изоморфна А^7
5. Распознаваема ли Ь 2(7) по спектру в классе всех групп?
6. Верно ли, что любая группа (7 с со (О) =  {1, 2, 3,4, 5, 6} локально конеч­
на?
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